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RESEARCH OF THE DIFFERENCE SCHRÖDINGER OPERATOR FOR SOME

PHYSICAL MODELS1

In this paper, the discrete Schrödinger operator on a perturbed by the decreasing potential graph with vertices at the
two intersecting lines is considered. We investigate spectral properties of this operator and the scattering problem
for the above operator in the case of a small potential and also in the case when both a potential and velocity of
a quantum particle are small. Asymptotic formulas for the probabilities of the particle propagation in all possible
directions are obtained. In addition, we investigate the spectral properties of the discrete Schrödinger operator for the
infinite band with zero boundary conditions. The scattering pattern is described. Simple formulas for transmission
and reflection coefficients near boundary points of the subbands (this corresponds to small velocities of quantum
particles) for small potentials are obtained. We consider a one-particle discrete Schrödinger operator with a periodic
potential perturbed by a function which is periodic in two variables and exponentially decreases in third variable. In
the paper, we also investigate the scattering problem for this operator near the extreme point of the eigenvalue of
the periodic Schrödinger operator in the cell with respect to the third component of the quasimomentum, i.e. for the
small perpendicular component of the angle of incidence of a particle on the potential barrier. Simple formulas of the
propagation and reflection probabilities are obtained.
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Introduction

We consider a differential inclusion

ẋ ∈ F (f tσ, x), σ ∈ Σ, x ∈ R
n, (0.1)

where F (σ, x) is a compact set in R
n and Σ is a compact metric space. System (0.1) generates the

topological flow . . . as it was noted by N.N. Krasovskii [1, Chapter 3]. The works [2–4,6–9] are . . .

§ 1. Notations and definitions

Let R
n be an n-dimensional Euclidean space and .............

Consider the system

ẋ(t) =

∫
0

−r

dA(t, s)x(t+ s), t ∈ R = (−∞,∞). (1.1)

We identify system (1.1) with ...............

ẏ(t) =

∫
0

−r

dB(t, s)y(t+ s), t ∈ R = (−∞,∞). (1.2)

R e m a r k 1.1. We note that system ẏ(t) =

∫
0

−r

y(t+ s) dB(t, s) is ....

§ 2. Invariants sets

D e f i n i t i o n 2.1 (see [5], [7, p. 110] ). We say that X0 is regular if ...

L e m m a 2.1 (see [10, p. 123]). Let X0 be the .............

P r o o f. We show that .... see section 1 ..... �

1The research was supported by the Russian Foundation for Basic Research (projects no. 06–01–00258 and 09–
01–403).
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Fig 1. Motion generated by solution of equation (1.1)

§ 3. λ-Reducibility theorem

T h e o r e m 3.1 (about triangulation). If Sp is completely regular then:

a) there exists a system B and Lyapunov transformation x = L(t)y such that . . . ;

b) in the set {B} of all systems kinematically similar to the system (A,Sp) there exists a system

ẏ = C(t)y such that . . .

§ 4. Proof of theorem 3.1

1. We fix some basis in the space .............

2. Take a continuous function ........

3. We construct the function t → B̃(t) so that ........

Then we have

Ŷ (t, 0)| 6 α|V (t)Z(t)| = . . . = α|Z(t)| 6 α
√
r ‖Ut‖Rp

→S, (4.1)

. . . Thus, the formula is true. Q.E.D. �

T h e o r e m 4.1. Let X be a Banach space. Then ...

L e m m a 4.1. Suppose that.......

P r o p o s i t i o n 4.1. Let .......

C o r o l l a r y 4.1. For any continuous map ... there exist a .....

H y p o t h e s i s 4.1. Theorem 4.1 is true.

D e f i n i t i o n 4.1. A group is called abelian if

R e m a r k 4.1. Note that ....

E x a m p l e 4.1. Consider the set of all points ... such that ....

A s s u m p t i o n 4.1. Suppose the function ξi(t) is periodic.

C o n d i t i o n 4.1. The function f(x) is nonnegative .....
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Figure 2. Selection of vectors eki
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В статье рассматривается дискретный оператор Шрёдингера на графе с вершинами на двух пересекающихся
прямых, возмущенный убывающим потенциалом. Исследуются спектральные свойства этого оператора. Иссле-
дуется задача рассеяния для данного оператора в случае малого потенциала, а также в случае, когда малы
как потенциал, так и скорость квантовой частицы. Получены асимптотические формулы для вероятностей
распространения частицы во всех возможных направлениях. Кроме того, исследуются спектральные свойства
дискретного оператора Шрёдингера для бесконечной полосы с нулевыми граничными условиями. Описана кар-
тина рассеяния. Получены простые формулы для вероятностей прохождения и отражения вблизи граничных
точек подзон (это отвечает малым скоростям квантовой частицы) в случае малых потенциалов. Рассматривает-
ся одночастичный дискретный оператор Шрёдингера с периодическим потенциалом, возмущенным функцией,
периодической по двум переменным и экспоненциально убывающей по третьей. Исследуется задача рассеяния
для данного оператора вблизи точки экстремума по третьей координате квазиимпульса некоторого собственного
значения оператора Шрёдингера с периодическим потенциалом в ячейке, то есть для малой перпендикулярной
составляющей угла падения частицы на потенциальный барьер. Получены простые формулы для вероятностей
прохождения и отражения.
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